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不相关高斯输入情况下

LMS滤波器的收敛性分析冰

李琳路军 张尔扬
(国防科技大学电子科学与工程学院)

摘要：在分析最小均方自适应滤波器(LMS hF)均方误差(MSE)的收敛性时，文献常用统计自相关矩阵代替瞬时自

相关矩阵以简化分析，由此得出的收敛条件比较粗糙。本文指出；不相关高斯输入情况下，无需如上简化，可依据高斯阶

矩因式分解定理得到确切的MSE收敛条件，相应的失调表式能更准确地预报失调。
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Convergence Analysis of Adaptive Filter with Uncorrelated Gaussian Input

Li Lin Lu Jun Zhang Eryang

(Institute of Electronic Science＆Engineering．NUDT)

Abstract：When analyzing the convergence behavior of the mean squared error(MSE)of the least mean square(LMS)

adapdve filter，many references often replace the instantaneous correlation matrix of the tap inputs with statistical correlation

matrix in order to simplify analysis．It is clear that the condition derived from this method is COarSe．In fact，for uncorrelated
Gaussian input，the accurate necessary and sufficient conditions for the convergence of the MSE Can be obtained by Gaussian

moment factoring theorem．and the accurate misadjustment can be predicted by the corresponding misadjustment expression．

Key words：least mean square(LMS)algorithm； mean squared error(MSE)； gaussian distribution； independence

assumption

1 引言

自1960年Widrow提出LMS自适应算法以来，大量文

献对其收敛性能，稳态性能等等作了分析。在分析最小均方

自适应滤波器(LMS AF)均方误差(MSE)收敛性时，往往用统

计自相关矩阵代替瞬时自相关矩阵以简化分析f11121，由此得

出的MSE收敛条件较为粗糙。对于不相关高斯输入情况，

不必作如上近似，可通过矢量形式的高斯阶矩因式分解定理

得到更确切的MSE收敛条件以及对自适应系统失调的预报

更为准确的失调表式。

本文约定大写字母表示常量，小写字母表示标量，矢量

用字母上带箭头表示，上标T表示矩阵、矢量的转置。本文

所有矢量均为列矢量。

2预备知识

自适应系统根据k时刻的期望信号d(k)与滤波器输出

谛(七)7i(七)之间的误差信号P(七)=d(七)一谛(J|})7置(七)来调整

滤波器权值访(七)以逼近d(k)。d(k)用多线性回归模型建模

为：

d(忌)=霄乙贾(七)+￡(忌)

其中吃。为最优(最小均方(MMSE)意义下)权系数，e(k)为

零均值，方差为E[￡2(k)】的序列。显然E【￡2(k)】等于最小

均方误差f。in。

根据维纳滤波理论：￡(k)与输入i(足)正交，即

E{e(幼王(尼)}--o。又￡(k)零均值，进而两者不相关。如果
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它们还是高斯过程，则两者统计独立。

LMS算法可描述为：

e(k)=d(足)一烈七)7X(k) (2)

以七+1)=谛@)+ltX(k弦(七) (3)

其中／2为收敛因子。

由于孟(七)的自相关矩阵R=E{元(七)孟(七)1l为对称矩阵，

那么存在正交矩阵u使得tJRUT=／＼=diag(入1，九2⋯．，入

。)，这里入1，入2，．．．，入。为输入自相关矩阵R的特征值。

LMS算法的收敛性分析包括权矢量均值Ef识七)】以及

均方误差E[e2(k)】的收敛，分析当中要采用著名的独立性假

定【¨。本文主要分析均方误差的收敛性。

将(1)式代入(2)式有：

P(七)=￡(七)一(1帚(忌)一i‰，)7元(七) (4)

将(4)式代入(3)式得到：

茹(七+1)=1iiK七)+p孟(七){￡(七)一(霄(足)一f吒。)7元(七)l(5)

称以七)一吆，为权误差矢量。
在(5)式两端减去吆，后，再左乘矩阵u有：
U(Cv(k+1)～i‰)=u(以七)一io)+puj(南){s(七)一膏(露)1(巅七)一i嘧)}

(6)

记矿(忌)=U(访(足)一吃。)，并带入(6)式得到：

V(k+1)=V(k)+pU元(惫)(g(膏)一元(之)2(帚(东)一死。。)}
L

=矿(七)一∥Uj(七)夏(七)。U1哥(足)+12e(k)Uj(后)

(7)

下面给出采用近似方法分析得到的MSE收敛条件；不

相关高斯输入情况下，不作近似得到的收敛条件。

3近似方法分析MSE的收敛性以及失调表
式

3．1 MSE收敛性分析

k时刻的均方误差为：

髻(七)=E{e2仗)}

=E{【￡(七)一(访(七)一i吆。)1孟(忌)】2}

=E{e2(七)卜2E{s(七)(顽尼)一吃。)1王(东)}

+E{(谛(七)一谛。，)7j(彘)置(忌)7(、矛(七)一，帚品，)} (8)

根据(5)式知谛(七)只与k时刻以前的i(f)(i=k．1，k-2，⋯)有

关，再根据独立性假定：不同时刻的输入矢量i(七)互相独

立，从而访(七)，哥(露)与i(七)，￡(k)独立。又零均值序列￡

(k)与i(七)不相关，则(8)式第二项为零。注意到

(谛(良)一吒，)，贾(忌)贾(尼)7(访(忌)一W—o．，)为标量，它的迹就等
于本身。利用这些条件可将(8)式化简为：

考(足)=考。血+E{(访(七)～访矗)7贾(足)元(七)7(谛(七)一访函)}

=考。in+昱{护{(影@)一％，)7j(曼)夏(意)7(霄(是)一％，)}}

=考。in+E{tr{(Tv(k)-霄qP，)(谛(七)一f吒肼)7置(七)元(七)7)}

=专nin+fr(E{(访(七)一霄Dp，)(谛(七)一茹Dp。)7j(足)夏(七)，}}

=言。。+f，．{E{(访(七)一i吃。)(]帚(七)一f吒酣)1)E{贾(七)置(七)1)}

=考五+fr{(u7c(忌)u)(u7Au))

=缸+tr{U1 C(k)AU}
=缸+tr{C(k)AUU 2)
=缸+tr{C(k)A}
=喜，nin+无7疗(七) (9)

其中6(k)为权误差矢量的协方差矩阵c(k)=E{哥(七)移(七)1。)

主对角线上元素组成的矢量，特征值矢量

互=八i=(^l，^2⋯．，^，，i为n维全1列矢量。推导当中

用到矩阵迹的性质tr(AB)---rt(SA)。

由(9)式知：只要O(k)收敛，均方误差{(七)就收敛且收

敛到缸+石r疗(oo)，从而可将均方误差的收敛问题归结为
号(尼)的收敛问题。

为简化分析，文献用统计自相关矩阵R代替瞬时自相

关i(七)i(七)7[1112]，则(7)式变为：

V(k+1)=矿(七)一#AT(k)+ge(k)U2(k) (10)

进而：

9(k+1)7(k+1)7=f哥(七)一∥A庐(七)+∥占(七)Uj(七)¨矿(七)一掣A矿(七)+卢s(七)Ui(七)}7

C(k+1)=E{矿(七十1)矿7(七+1)l

=E{矿(七)矿(尼)r J一|“E{矿(七)矿(七)r)A—p^E{矿(七)矿(七)r J

+肛2A研矿(七)矿(后)7j人+It 2Ele2(忌)J人 (11)

化简当中用到了e(k)是零均值的独立序列，且e(k)，i(七)，

哥(忌)互相独立的性质。

(11)式可整理为：

c(七+1)=c(惫)一pc(惫)A一卢Ac(膏)+p 2AC(k)A+／．t2kA
(12)

由(12)式有：

疗(七+1)=(f一2pA．+p2A2)疗(七)+p2考曲石 (13)

显然， O(k)收敛当且仅当，一2／．tA+“2人2的特

征值在单位圆内， 即J1-2／．t丑+pz膏J<1， 也即

0<p<2／丑“=1，2，⋯，n)，因此MSE收敛的充要条件为

o<／．t<21k，其中k为R的最大特征值。
3．2失调表式

对(13)式两边取极限得到：

疗(oo)=肛2考。in(，一(，一2／．tA+92A2))‘1石

=Ⅳ2考mi。(2／丛A-#2A2)。1石 (14)

根据(9)式有

毒。=考。+舻d(o。)

=乞。+p2缸。石7(2／zA-／22人2)_1石 (15)
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从而失调为

^fL。船；({*一考面。)，考嘶。 (16)

=∥2石7(29A一∥2人2)一石

：争坐! (17)

鲁2-／．tA,；

4不相关高斯输入情况下MSE的收敛性分
析以及失调表式

4．1 MSE收敛性分析

不作如(10)式那样的简化，直接Fh(7)式有：

E{矿(七+1)矿(七十1)7}=EI矿(七)矿(七)7)一肛{矿(七)矿(七)7己r置(七)j(七)7U7}
一#E{UYc(k)Yc(k)rU7哥(≈弦(妒)

+．“2E{U置(七)i(七)rU’矿(七)矿(七)7U贾(七)i(露)7U7)

+Ⅳ2E{e2(足)}E{Ui(七)j(七)7U7 l

因此

C(k+1)=C(忌)一ⅣC(七)人一／IAC(k)

+／l 2E{U2(k)2(k)7U7矿(七)矿(七)7uj(j})j(七)7U7}+∥2毒ninA
(18)

对于零均值的高斯矢量元，有如下的高斯阶矩因式分解

定理：

邱矾瘢7)’耳舻)日A形)+础)EI赢7)+耳舻}神删】)
在输入i(足)服从高斯分布情况下，可用U i(七)，哥(良)哥(七)T

代替上式中的贾以及矩阵A得到‘5】：

E{U贾(尼)元(忌)7U7矿(忌)矿(忌)7 U牙(七)贾(七)7U7l

=E{((，贾(忌))(濂(七))7【(矿(忌)矿(七)7)【，贾(忌)】(【膀(七))7)

=Ef(Uj(七))(Uj(七))1)曰{(矿(七)矿(后)1(已‘牙(露))(Uj(七))1)

+E{(U置(七))(U贾(七))7(矿(忌)矿(忌)7)7}E{(U元(七))(U膏(忌))7)

+E“≮，j(七))(已rj(尼))r)力·{昧Uj(七))(E，j(七))r(矿(七)矿(七)r)r】)
又矿(尼)与i(足)统计独立，所以

E娜确琊：了己产审惭Q帮U硝濑时驴}=2AC(k)A+Atr(AC(k))
(19)

将(19)式代入(18)式得到：

c艰+1)=c(∞一Ⅳ(c(印人+Ac(坳+驴Ac(t淤+旷w{AC(k))A+p2缸A
记Cii(k)为C(k)对角线上的第i个元素，由上式可得：

cff(七+1)=靠cfi(七)+p2凡∑tCjj(七)+p2考min九
j=l

其中％=1-2以+2肛2砰(i=1，2，．．．，n)，进而有：
e(k+1)=(，一2#A+2弘2人2)d(七)+p2(石7d(七))石+Ⅳ2考。in石

={，一2pA+2Ⅳ2人2+p2石石7)d(足)+Ⅳ2毛血互

=Fd(七)+1．t2善min冗 (20)

其中F=I一2“A+2“2A2+“2石石7。

方(七)收敛当且仅当F的全部特征值都在单位圆内。F

的特征值满足IF—f，l：0，又
F—f，=，一2b／(+2#2A2+It2石石7一f，

=(I一2肛A+2,u2人2一f，){，+p2(，一2#A+2．￡上2A2一f，)-1A冗1)

记A，=I-2#A+292A2=diag(z『11，％，⋯，‰)，从而：

IF-gII=IA，-(1l I+92(Ay—f玎1觚叫

={Ⅱ(坛一f)}{1+p2互7(人，一f，)。互)

={氘i=l啕){1+∥2主iffil舌ii)L J【 ，一l，J

=g(f)

考虑方程

础)：{n(％一f)}形)(21)

舯m，=卜喜番)
显然F的特征值，即g(f)的零点只能由厂《)的零点组

成，下面讨论f(r)的零点分布。

注意到，(f)的极点

心=1～2肛丑+2p2砰=(1一p丑)2+p2砰>0，位于正
半轴。将极点按大小顺序排列为Pl<P2<⋯<P。，这里

{P，)；：1={靠准l， 并用叼，替换九， 其中

仰，】：：。={A)扛n。。这样就有：

％={1+唾番}={1彬喜告}
约定‰=—一，以+。=一，从而口(善)在U(乃，Pj+1)

上分段可微。由于

警叫喜番刈
所以厂(f)在U(pj，P川)上分段单调递增。

又f(．o。)=1，ffoo)=l以及

埘，2罂卜荟啬卜
埘，2器卜喜最}一

其中1=1⋯2．．，11。

易知，(f)～f的关系曲线如图1所示，，(f)的零点

f l(扛1，2，．．．，n)满足：

0<n<鲁<P2<92<⋯f。一l<以<一f。<一

由于，(f)分段单调递增，所以，(f)>0只能说明

f。，厶_1'⋯，fl<f，这里m满足pm<t印m+1。为保证矛仗)收
敛，要求F的特征值，即，(f)的零点f r<l，这等价于t=l，

m--n情况，因而：

I以<1
l，(1)>0
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即

以<1

卜争立pj-1i=l Pj。【

图1 f r—f的关系曲线

根据pi与％间的关系，(22)式可用％表示为：

f Yii<1 i=1，2，⋯，，l

卜2善各湖

(22)

将Yi。的表达式代入并整理有：

f 0<肛<1／／I,i=1，2，⋯，n 。

{争且<≥ Q3’

l智1一以

式(23)就是F的特征值在单位圆内的充要条件，即孑(七)以及

均方误差收敛的充要条件。因没有采用第三部分的近似，所

以得到的结论更确切，容易验证o<p<2／k不能使(23)
式恒成立。

嚏ⅣJ

“’ 鸬f 鸬

-2 瓢，‘ 吼j 铂
一 一

+^’1

●I

图2 h(F)～∥的关系曲线

式(23)所示的条件很难应用，下面将其变通到对／d的限制上。

如(胪喜鲁。2濮燃加以”1，2，⋯川)o概
点按大小顺序重新排列为研<q2<⋯<吼，这里

{g∥；。={1／A)：。。采用与讨论，(f)的零点分布相似的方
法，易知h(u)～u的关系曲线如图2所示。这里约定

qo=一，吼+l=一，h(“)的零点F z满足：

qo<0<／A<ql<：／2<92<⋯以一l<qn—l<以<吼

这样以来(23)式就与下式等价

0<p<ql

【鼋j一1<弘<“ z=l，2，⋯，疗

也即0<p<“=min(／．／f)，这就是(23>式变通到∥上的结

果。下面来估计h(u)最小的零点∥』的大小。

给方程喜击一2=0两边同乘以冉(1／p卅，
并整理得到：

n(1／肛一九)一(1／2)∑^兀(1／／．t一九)=o

也即

(云丁一q(吉丁～+吒(吉丁一2一⋯+c一·，”％=。c24，
其中

q=(3／2)∑丑，口：=∑∑A乃，an=(1+，l／2)兀A

方程(24)的解(即庇(肛)的零点)为“当且仅当

(去丁一q(吉丁～+口：(去丁一2一⋯+c—t，“'=鼻c瓦1一百1，
从而有

口1=∑(1／以)=(3／2)∑^ (25)

a：=(1／2)∑∑(1／以)(1／肛)=∑∑凡乃(26’

对于集合(zl>0；1=1⋯2⋯nl有(详见附录)：

max{z,}≤L{S1+√(，l一1)(ns2一J；))

其中

墨=∑zf，是=∑(磊)2=f∑磊I一∑∑磊zf
‘。1 1=1 ＼l=l ／。扛1

l=l,l≠i

将这个结论应用于集合{1，u l；1=1，2⋯．，n】有：

去≤*+厅丽丽) Q7’

再将(25)、(26)两式代入可得：

一曼

==雕=二㈠==：=格引臻㈧雕¨

一===㈡=：=========㈠卜一
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剐s㈣蜘I1同再面蕊}
上式可进一步整理为

“≥

因而MSE收敛的一个充分条件为0<u<万。注意到

Ⅳ>

A一
=Ⅳ

n 2 (28)

3tr(K蕊)

从而MSE收敛的一个充分条件为O<口≤21(3tr(K赢))，这

个条件比0<p<“容易应用。

4．2失调表式

对(20)式两边取极限可得：

o(oo)=肛2考。in(，一F)‘1石

=p2孝。in(2肛A一2p2A2一p2石石7)-1石

=p2考咄(A，一肛2元石7)-1元

其中A，=2／．／A一2／．t2A2

对矩阵(A，一．“2石矛)一1应用矩阵求逆引理有Ⅲ：

(A，一p2石石7)～=571+ATl石(1，p2一石7A71石)’1石7A71
从而：

d(oo)=p2专。in{人i1+人i1X(I／／．t2一石7Ail石)-1冗r人i1}J；c

=．“2考。血{Ail石+人i1XO／#2一无rAil元)-1石rAil石)

={∥2／0一∥2石rAil石))专：。洫Ail石

因此失调可表示为：

^f删={p2／(1一p2石7Ail石))芫7A71互

÷』生
一智1一以 (30)

，一÷盟
。鲁1一从

5实验结果

以6个抽头的自适应滤波器为例。k时刻滤波器第Z个

抽头的输入为s(k)+ni(k)(i=l，2⋯．，6)，这里s00，ni(k)均为零

均值白色高斯序列，方差分别为仃；，仃：，且s(k)与ni(k)不

相关。易知滤波器输入的自相关矩阵的特征值为

^=五=⋯=太=《，气=6《+拜。取∥2=拜=l，
则最大特征值丸。．=7。

这个自适应系统的期望信号为s(k)，则面0=(o．14286，

o．14286⋯．，o．14286)T，最小均方误差考。in为0．14286，h(／2)
最小的零点为／1 1-O．08634。

取／2=0．09，注意到u 1<la<21^。a】【，根据本文第四

部分的分析可知这种情况下均方误差发散。图3为／2=0．09

的学习曲线，从图明显可以看出MSE发散，因而0<∥<2／

^。ax的收敛条件对于不相关高斯输入而言欠准确。

取失调为0．5，根据(17)式，(30)式求得两种分析方法对

应的步长分别为0．06934，0．04357，这两个步长对应的学习

曲线分别如图4，图5所示，图中的水平线为失调等于0．5

时均方误差的稳态值。显然，图5所示的学习曲线的失调约

为0．5，图4的失调远非0．5，因而第二种分析方法得到的

失调表式对失调的预报更准确。

6结论
本文分析了不相关高斯输入情况下，最小均方白适应滤

波器均方误差的收敛性。分析当中不采用将瞬时自相关矩阵

近似为统计自相关矩阵的作法，而是借助高斯阶矩因式分解

定理得到了更为确切的均方误差收敛的充分必要条件以及

均方误差收敛前提下的失调表式，并给出均方误差收敛的一

个充分条件0<“≤2／(3tr(K。))。实验结果进一步验证了

分析得到的均方误差收敛条件以及失调表式的正确性。

参考文献

[1] S．Haykin，Adaptive Filter Theory,Third Edition，

Prentice-Hall，Inc，1996．

口J Vijay K．Madisetti，ooug／as B．Williams，The Dj毋ta／

Signal Processing Handbook,1998 by CRC Press LLC．

【3】 A．Feuer,E．Weinstein，Convergence Analysis of LMS

Filters with Uncormlated Gaussian Data,髓E Transac—
tions on Acoustic，Speech，And Signal Processing，

V01．ASSP-33，222-230，Feb．1985

[4】 B．Widrow,E．Walach，Adaptive Inverse Control，刘树棠，

韩崇昭译，西安交通大学出版社，2000．5．

[5J Raymond H．Kwong，Edward W Johnston，A Variable

Step Size LMS Algorithm，IEEE Transactions on Signal

Processing，V01．40，1633-1642，No，7，July 1992．

【6]6 丁玉美，阔永红，高新波编著，数字信号处理一时域

离散随机信号处理，西安电子科技大学出版社，

2002．1 2．

【附录】

已知pi>0(i=1，2⋯．’N)，窆Jp；：墨，窆p?：是，则

o<Pi≤耽=矗+届面丽)／Ⅳ
(1)预备知识：

算术平均与均方根之间的关系为

  万方数据
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副／Ⅳ≤阿
等号成立当且仅当各ai(j=1⋯2．．N)相等。

显然，对于p；>o有：f羔D f≤Ⅳ兰群
＼i=I ／ i=l

(2)根据算术平均与均方根之间的关系知：

<≤Ns。 (A．1)

等号成立当且仅当各pi(i=l⋯2．．，N)全相等。
以及

厂^， 、2 ^，

l∑岛l≤(Ⅳ一1)∑群 (A‘2)

L l=l，j≠』 ／l=l，j≠J

等号成立当且仅当各pl=(1=l⋯2．．j-1,j+l，．．．，N)全相等。

(S1--p，)2≤(N-1)(s2一p；) (A．3)

不等式(A．3)可整理成；

Ⅳp；一2岛p，+《一(N一1)是≤0
其判别式为

△=4s?-4N(s2-(N一1)毛)=4(N一1)(^也一砰)

由(A．1)的砰≤Ns，有：A≥0，从而不等式(A．3)的解为：

s。一—4(N—-可1)(N—s2-s2≤pJ≤—s,+—4(—N-矿I)(N—s2-s}鲈盯
这里i_1，2，．．．，N。
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