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广义逆在可展天线结构动力学分析中的应用
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摘要：对于复杂的构架可展天线结构，直接采用节点的3n个笛卡尔坐标为广义坐标建立动力学方程，

其优点是在建立结构模型和动力学方程时，不必区分节点的约束和自由度。
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O引言

讨论了空间可展结构展开过程分析的理论基础．介

绍了广义逆矩阵理论及其应用。给出了可展结构的动力

学关系；利用约束雅可比矩阵的零空间正交基引入一组

准速率。得到独立的用于展开过程分析的动力学微分方

程。结合广义逆矩阵与多体动力学理论，分析可展构架

结构的展开运动过程。

1 Moore—Penrose广义逆理论及应用

设A为m×n阶实矩阵．可利用豪斯荷尔德变换及变

形Qa算法对其进行奇异值分解，其奇异值分解式为：

A：uf∑o 1vT
tO 0 J

式中：U—m×m阶的列正交矩阵(称为左奇异向

量)；V--nxn阶的列正交矩阵(称为右奇异向量)；艺=

diag(Grl，叮2，⋯，O"r)(r一<min{m,nJ)，且仃l≥cr2≥⋯ o'r>O，

cri(i=l，2，⋯r)称为矩阵A的奇异值。则A的广义逆为：

A+．Vl∑一1U17

式中：U。--U中前r列列正交向量组构成的mxr阶

矩阵；VI—V中前r列列正交向量组构成的nxr阶矩阵。

2构架可展天线结构的展开过程动力学分析

对于复杂的构架可展天线结构，直接采用节点的

3n个笛卡尔坐标为广义坐标建立动力学方程，其优点

是在建立结构模型和动力学方程时不必区分节点的约束

和自由度。

将杆件的质量和速度转化到两端节点上。体系的动

能表示为：
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T-了I煳X (1)

式中：M一结构系统的等效质量矩阵．是一3nx3n

阵；X一广义坐标。空间桁架结构的质量矩阵可推导如

下：杆单元在局部坐标中的一致质量矩阵为：

M％譬㈣ ㈣

式中：M辑一杆单元在局部坐标中的质量矩阵；p一

杆单元的密度；A一杆单元的截面积；Z一杆单元长度。

然后通过下式将局部坐标系中的单元质量矩阵转换为整

体坐标系中的单元质量矩阵：

M(e)=T‘eyr南(eT‘e’ (3)

式中：胛一杆单元在整体坐标系中的质量矩阵：p一

单元坐标变换矩阵，有如下形式：

T旧=【c。0剐阻c。08B c。081 c曼q。：B c：sT】 c4，
1-【 c∞q c08B co J

”7

式中：COSOt。cosl3。cosT分别为杆单元在整体坐标

系中的三个方向余弦。求出整体坐标系中的单元刚度矩

阵后，根据可展结构中各杆单元两端编号．应用有限单

元法中组集整体刚度矩阵时“边定位。边累加”的方法

得到整体坐标系中的质量矩阵M。根据应用于刚体的第

一类Lagrange方程：

i量=I怛dt卫Ox；瓦OT—Q)△】【i
=(△x)T(d a⋯T—0T—Q)_-00X-Q (5)=(△Ⅺ ～—一 (5)

将动能表达式(3)代入式(5)可得构架式可展结

构的动力学方程：

(△x)(MX-Q)=o (6)

式中：卜节点广义力。由于可展桁架之间存在着
复杂的运动约束关系，直接选取的3n个广义坐标对应
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的虚位移AX是不相互独立的，因此无法得出式中每一

个括号等于零的结论。

为此需要构造可展结构的各类约束方程及其雅可比

矩阵，通过求约束雅可比矩阵的Moore-Penrose广义逆，

将约束方程嵌入动力学方程进行求解，具体方法如下：

综合构架结构的约束可得到结构的几何约束方程组为：

巾I(xl，x2，⋯，x知)--0；i=l，2，⋯，8 (7)：

式中，x广选定的广义坐标；妒一和所选取的3n个

广义坐标相关的函数；s一约束方程数。对时间求一次I

导数得：

鲁如鲁=o (8)i
因为所研究可展结构的约束一般均为定常约束(约

束条件不随时间改变)，所以有：

等蛐 (9)：
记作矩阵形式：

A文：o (10)

式中：A一约束方程的雅可比矩阵。为sx3n矩阵。

采用求解广义逆矩阵方法中的奇异值分解法。求解

雅可比矩阵的零空间正交基：

岈u。【乏：】岫叱。 。㈣，

式中：U一8阶正交矩阵，U=【UlgU2'⋯，蝴，UbU2’⋯，

u．r正交列向量；∑广矩阵A的r个奇异值叮I(i=l，⋯，r)

组成的r阶对角阵；卜雅可比矩阵A的秩；V一3n阶正
交矩阵，V=【vI，V：b⋯，v柚，Vlsv2'⋯v广正交列向量。设：
P三3n—r (12)

式中：卜雅可比矩阵A的零空间基底维数。称为
可展结构系统的广义运动自由度数。矩阵V的右P列构

成雅可比矩阵A的零空间正交基．记为：

H拼；【v汕v岫⋯，vd (13)

式中：v什l，v曲⋯，v厂零空间基底向量，又称为可展
结构的广义运动模态向量。根据线性代数理论。存在如

下关系：

w捌】=0 (14)

对照式(10)和式(14)，可以推导出X能够表示为

矩阵A的零空间基底向量的线性组合：

X枷=q1、r件I+d2v。．一⋯+qPv铲H，棚dM (15)

式中：&。，&2，⋯，&广组合系数；&^。一组合系数组成
的列向量。

可展结构系的广义运动自由度数P存在如下两种情

况：当P>0时，体系具有P个广义运动自由度；当P<0

时。结构体系的有效几何约束数超过11，结构为稳定状

态，不具有运动自由度。

将式(15)中的组合系数&看作一组独立准速率，

其与广义速度文的关系为：

X=Ha (16)

式中：&一维列向量，P--3n-r。要求加速度时，求

导得：

AX+AX--0 (17)

式中：A一雅可比矩阵A的一阶微分。式(17)的

解为：
●● ●● ● ●

X=Hq—A+AX

根据式(16)，广义加速度可表示为：
●● ●● ●

●

X=H(x—A+AHd

(18)

(19)

对式(16)变分，得：

AX=HAq (20)

将式(19)、(20)代人动力学方程式(6)得到一组不含

乘子且方程数目等于结构自由度数的动力学方程组为：

f文：Hdt
{ (21)

[HrMHa—HrMA+AHa—I-frQ_-0

初值条件为：

fx-o=x0
{． ．

tX．0=X0

3结束语

一般在初始时刻知道位形(位置矢量)和节点速度，

从而可根据式(16)确定初始时刻的独立准速率&。=0。

根据初值。选择适当的数值积分法(如选用四阶龙格库

塔法)逐步积分迭代。就可求出结构运动过程的加速度、

速度和位置矢量。分析结构运动过程的能量变化。

The Application of Generalized Inverse Matrix Theory in the Dynamic Analysis of Deployable Antenna Structure
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Abstract：The theoretical basis employed tO analyze the deployment process of deployable space structllre$wag described：The generalized in-

ve嗽matrix theory and application were introduced．and dynamic equatiom of the deployable SUrUCtUreS were presented．Using the null space

orthogonal basis VCCtOl5 of the constraint equations’Jacobian matrices．a set of quasi—velocity Wag integrated into the dyl]a面c equatiom．then a

group of independent dynamic equatiom with no coefficients are formulated．
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专注于微波、射频、天线设计人才的培养 易迪拓培训
网址：http://www.edatop.com  

 

如 何 学 习 天 线 设 计 

 

天线设计理论晦涩高深，让许多工程师望而却步，然而实际工程或实际工作中在设计天线时却很

少用到这些高深晦涩的理论。实际上，我们只需要懂得最基本的天线和射频基础知识，借助于 HFSS、

CST 软件或者测试仪器就可以设计出工作性能良好的各类天线。 

易迪拓培训(www.edatop.com)专注于微波射频和天线设计人才的培养，推出了一系列天线设计培

训视频课程。我们的视频培训课程，化繁为简，直观易学，可以帮助您快速学习掌握天线设计的真谛，

让天线设计不再难… 

 

HFSS 天线设计培训课程套装 

套装包含 6 门视频课程和 1 本图书，课程从基础讲起，内容由浅入深，

理论介绍和实际操作讲解相结合，全面系统的讲解了 HFSS 天线设计的

全过程。是国内最全面、最专业的 HFSS 天线设计课程，可以帮助你快

速学习掌握如何使用 HFSS 软件进行天线设计，让天线设计不再难… 

课程网址：http://www.edatop.com/peixun/hfss/122.html 

CST 天线设计视频培训课程套装 

套装包含 5 门视频培训课程，由经验丰富的专家授课，旨在帮助您从

零开始，全面系统地学习掌握 CST 微波工作室的功能应用和使用 CST

微波工作室进行天线设计实际过程和具体操作。视频课程，边操作边

讲解，直观易学；购买套装同时赠送 3 个月在线答疑，帮您解答学习

中遇到的问题，让您学习无忧。 

详情浏览：http://www.edatop.com/peixun/cst/127.html  

 

 

13.56MHz NFC/RFID 线圈天线设计培训课程套装 

套装包含 4 门视频培训课程，培训将 13.56MHz 线圈天线设计原理和仿

真设计实践相结合，全面系统地讲解了 13.56MHz 线圈天线的工作原

理、设计方法、设计考量以及使用 HFSS 和 CST 仿真分析线圈天线的

具体操作，同时还介绍了 13.56MHz 线圈天线匹配电路的设计和调试。

通过该套课程的学习，可以帮助您快速学习掌握 13.56MHz 线圈天线及

其匹配电路的原理、设计和调试… 

详情浏览：http://www.edatop.com/peixun/antenna/116.html 
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专注于微波、射频、天线设计人才的培养 易迪拓培训
网址：http://www.edatop.com 

 

关于易迪拓培训： 

易迪拓培训(www.edatop.com)由数名来自于研发第一线的资深工程师发起成立，一直致力和专注

于微波、射频、天线设计研发人才的培养；后于 2006 年整合合并微波 EDA 网(www.mweda.com)，

现已发展成为国内最大的微波射频和天线设计人才培养基地，成功推出多套微波射频以及天线设计经

典培训课程和 ADS、HFSS 等专业软件使用培训课程，广受客户好评；并先后与人民邮电出版社、电

子工业出版社合作出版了多本专业图书，帮助数万名工程师提升了专业技术能力。客户遍布中兴通讯、

研通高频、埃威航电、国人通信等多家国内知名公司，以及台湾工业技术研究院、永业科技、全一电

子等多家台湾地区企业。 

 

我们的课程优势： 

※ 成立于 2004 年，10 多年丰富的行业经验 

※ 一直专注于微波射频和天线设计工程师的培养，更了解该行业对人才的要求 

※ 视频课程、既能达到了现场培训的效果，又能免除您舟车劳顿的辛苦，学习工作两不误 

※ 经验丰富的一线资深工程师主讲，结合实际工程案例，直观、实用、易学 

 

联系我们： 

※ 易迪拓培训官网：http://www.edatop.com 

※ 微波 EDA 网：http://www.mweda.com 

※ 官方淘宝店：http://shop36920890.taobao.com 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

  


